SPECIALITE MATH 1%°

DS °7 — SUJET BLANC

Exercice 1. On considére wun
parallélogramme ABCD, tel que
AB=12, AD = 7, et BAD =
50° (la figure de droite n’est pas a
’échelle).

Le but de ’exercice est de déterminer
la longueur AC.

1. En utilisant une expression appropriée du produit scalaire, calculer la

valeur exacte de AB.AD.

On utilise 'expression avec le cosinus.

@E =AB x AD x cos@
=12 x 7 x cos 50°

= 84 cos 50°

2. Une nouvelle expression du produit scalaire. Soient U et U deus

vecteurs quelconques.

(a) On rappelle que |7 + V|2 = (4 + ¥)>. Montrer que :
17+ 7N =T+ 277 + || 7.

Pour tous vecteurs @ et 7, on a:

17+ 7|?=(d + )

= W2 4+2U W + V2
= |7 +20. 7 + ||V

(b) En déduire que .V =L (|| + V|2 — | Z|]> - | 7|]?).
Isolons le produit scalaire dans 1’égalité précédente :
17+ = 17| + 277 + |7
17+ P =) = 7| =2u. 7

| —

(17 + 212 = 121? - 1 7IP) = 2.7
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3. En utilisant ’expression du produit scalaire introduite dans cet exer-
cice, montrer que AB.AD = Ach — 96, 5.

Commencons par remarquer que puisque ABCD est un parallélo-

gramme, alors E = B? et donc ﬁ—i—@ = zﬁ—kB? = z@ Donc :

AB.AD = ; (| AB + AD|} - |AB|} - | D)
_ ; |AC| — AB? — AD?)
= ; (Ac? —122 - 7)
1
=5 (AC* —193)
AC*?

- 96,5

(\V]

4. En déduire la valeur exacte de la longueur AC, puis une valeur ap-
prochée arrondie au dirieme.
Nous avons montré dans les questions précédentes que 1@@ =

$4c0s50° et AB.AD = 4C% _ 96,5 Donc :

AC?
20 — 96,5 = 84 cos 50°
A 2
¢ = 84 cos 50° 4 96, 5
AC? = 168 cos 50° + 193
AC = /168 cos 50° + 193
Nous avons exclu la solution négative AC' = —4/--- car AC' est une
longueur, donc positive. Ainsi :

AC ~ 17,3

Exercice 2. Soient A (1;2) et B (—2;3) deux points dans le plan muni d’un
repere orthonormé. On souhaite placer un troisiéme point sur la diagonale
d’équation y = x, de telle sorte que le triangle ABC' soit rectangle en A.
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1. Calculer 1@@

Le triangle ABC' est rectangle donc le produit scalaire Té@ est

nul : 1@1@ =0.

2. Justifier que les coordonnées de C' sont (z; x), pour une certaine valeur
de x qui sera déterminée par la suite.
Puisque C' est sur la diagonale d’équation y = x, alors ses coordonnées
sont égales : C'(z;x).

3. Montrer que /@/@ =2z +1.

On a:
ag ()= (7)) = (7)
e ()
ABAC = —3(x —1) + 1(z — 2)

=-3r+3+x—2
=2r+1

Donc :

4. FEn déduire coordonnées possibles pour C' telles que le triangle ABC
soit rectangle en A.
D’apres la premiere question, le produit scalaire 1@@ est nul.
D’apres la question précédente, ce méme produit scalaire est égal
a —2x + 1. Donc :

—2x4+1=0
—2r = -1
rz=0,9

Il n’y a donc qu'une unique solution : le triangle ABC' est rectangle
en A si et seulement si les coordonnées de C' sont C(0, 5;0,5).

Exercice 3. On considére un triangle de cotés de longueurs 5, 6 et 7. Dé-
terminer une valeur approchée de l'angle opposé au plus petit coté, arrondi
av dizieme de degré pres.

Nommons ce triangle ABC', avec les longueurs décrites dans la figure sui-
vante, qui n’est pas a 1’échelle.
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A 7 B

Appliquons le théoreme d’Al Kashi.

BC? = AB? + AC? — 2AB x AC X cosa
52 =T246%2—-2x7x6 X cosa
25 =85 — 84 cos «x

—60 = —84 cosa
60
31 = COos &
5
- = Ccos «

Donc a = arccos (%) ~ 44.4°.

Exercice 4. On considere [’octogone non-régulier suivant, ainsi que les
points K et L, points d’intersection des droites (GH) et (AB) d’une part,
et (EF) et (GH) d’autre part. On a les relations suivantes :

Longueurs : AH = BC'= DE = FG; AB=GH =
EFEF=CD=AK=KH=GL=LF =1.
Parallélisme :  (AB)//(EF), (CD)//(GH),
(BC)// (FG), (DE//AH).

Perpendicularité : (AB) L (GH).

K A B

L’objet de l’exercice est de calculer le produit scalaire ﬁzﬁ de trois
maniéres différentes.

1. Méthode 1 : Projeté orthogonal
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(a) Quel est le projeté orthogonal du vecteur HE sur la droite (AB) ¢
Le projeté orthogonal de H sur (AB) est K, et celui de E sur

(AB) est B. Donc le projeté orthogonal de H 75 sur AB est KB.
(b) En déduire H HE.A
D’apres la question precédente, ﬁl% 1@ = ﬁ 1@ . Or ces deux
vecteurs sont colinéaires et dans le méme sens, donc [@ A
KBxAB=2x1=2.
2. Méthode 2 : Décomposition

(a) A laide de la relation de Chasles, décomposer le vecteur @ en
passant par le point L.

GE =GL+LE
(b) En utilisant cette décomposition, calculer HE.AD.

24T — (G + L) AF - GLAT + LB

Or les droites (GL) et (AB) sont perpendiculaires, donc GL.AB =
0, et les vecteurs ﬁ et E sont colinéaires et dans le méme sens,
donc LEAB = LEx AB=2x1=2.

3. Méthode 3 : Coordonnées
Définir un repére pertinent, déterminer les coordonnées de f@ et H ‘ﬁ

dans ce repere, et en déduire la valeur de ﬁ A
On utilise le repere (K, A, H), qui est orthonorme (car (KA) L (

et KA = KH =1). Dans ce repere, ona:@( > et@( ) donc :

GEAB =2 X -+ Yy X Yy =2 X 1+1x 0 =2



