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Exercice 1 (Orthocentre). Dans cet exercice, nous allons prouver que les
trois hauteurs d’un triangle sont concourrantes, c’est-a-dire qu’elles passent
toutes les trois par le méme point. Pour cela, nous allons d’abord définir
H comme le point d’intersection de deux des hauteurs, puis nous allons
montrer que la troisiéeme hauteur passe aussi par H.

1. Soient A, B, C trois points du plan. Montrer que pour tout point M,

WA BC 1 WBCA + NCAB =0
On utilise les décompositions : m = ]\TZH—@ et W = J\ﬂ—l—@
MABC + MB.CA+ MC.AB
— MA.BC + (MA+ AB).CA + (MA + AC).AB
— MA.BC + MA.CA+ AB.CA+ MAAB + AC AB
— MA. (13—5+C_f4+1@) + AB.CA+ AB.AC
— MAT + AB. (C_furﬁ)
—0+ABT
=0

Soit ABC' un triangle, et H le point d’intersection des hauteurs issues de
A et B.

A

H
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B

En appliquant [’égalité précédente au point H, on obtient :

HABC+HB.CA+HC.AB =0

2. Justifier que ]ﬁ‘lﬁ =0 et IﬁCTZl =0.

Puisque H est a l'intersection des hauteurs issues de A et B, alors,
par définition des hauteurs, les droites (AH) et (BC) d’une part, et
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(BH) et (AC) d’autre part, sont perpendiculaires. Donc les produits
xes WADC ot 7B T
scalaires HA.BC' et HB.C A sont nuls.
— —

3. Simplifier ’expression HA.B? + @.CA + Pﬁ@ = 0, puis en
déduire que (AB) et (HC) sont perpendiculaires. On applique sim-
plement I'égalité, en remarquant que les deux produits scalaires men-
tionnés a la question précédente sont nuls.

HABC + HBCA + HC.AB = 0
<— 0 + 0 + ﬁ&@ 0

— HCAB = 0

4. FEn déduire que les trois hauteurs d’un triangle sont concourrantes.
Nous venons de démontrer que ]78 E = 0. Donc les deux droites
(HC) et (AB) sont perpendiculaires, et (HC') est donc la hauteur du
triangle issue de C.

Nous avons donc montré que la troisieme hauteur passe par le point
d’intersection des deux premieres : les trois hauteurs sont donc concour-
rantes.

Exercice 2 (Valeurs remarquables).

Le but de ’exercice est de calculer la valeur exacte J

de cos 7. ]
On considere le cercle trigonométrique, et on

se place dans le repére orthonormé (O,1,J). On

considere les points A et B, tels que (5?, O—1>4) =7

et (&,@) zg.

s : s s 3 s
1. (a) Rappeler les valeurs evactes de cos %, sin 7, cos g, et sin 3.

T T V2T V2 T 1.7 /3
On connait : cos § = %7 ;sin§ = 5% ; cos 5 = 5 ; sin 3 = *°.

|
(b) Déterminer les coordonnées de A et B, puis des vecteurs OA

et O? On rappelle que O(0;0), et que les coordonnées de tout
point du cercle trigonométrique sont le cosinus et le sinus de
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V2 1
I’angle qui lui est associé. Donc A (\%) et B (\%)
2 2

V2 V2

—— (xa—To 0 =
A - (0= ()
YA — Yo g— %

— L_ 1

o3 (t7 o) _ (170) _ (3
(yB—yo P -0 g

(¢) En utilisant l’expression algébrique du produit scalaire (celle qui
utilise les coordonnées des vecteurs), montrer que OA.O

\/5(\/§+1)'

O—/ZLO?:@{ Top T Ysx X Yop
_ V2 1 f V3
“ Ty Xt Xy
V2 VX3
S T Ta
_V24+v2x VB

4

_ V214 V3)
B 4

2. (a) Justifier que (O_A @) =z
L’angle ((ﬁl, O?) est la différence entre les angles (07, O?) ot
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(b) Exprimer le produit scalaire OA. O@ en fonction de cos {5.

Commengons par remarquer que puisque [OA] et [OB] sont des
rayons du cercle trigonométrique, alors OA = OB = 1.

0—1210? = 0A x OB X cos (0—121, O@)

T
=1x1x —
cos.12

0
= COS —
12
3. En déduire la valeur exacte de cos 75.
Nous avons montré, d’'une part que OA @) f 12\[) et, d’autre

part, que OA.@ = cos 75. Donc ces deux valeurs sont égales, donc :

T V2 (1 + \/g)
COS E —4



