CHAPITRE 11 — PRODUIT SCALAIRE CORRICGE 2

Exercice 24.

1. Mettons ’équation sous la forme (z —a)® + (y — b)* = r2.

(z —4)° + <y+i)2—2
oo () -

Donc le cercle a pour centre A (4; —%) et pour rayon v/2.

2. Méme méthode, mais en commencant par factoriser. Dans 'expres-
sion x? + 2x, nous reconnaissons l'identité remarquable (x + 1)2 =
r? + 2x + 1, & laquelle il manque le +1. Donc nous l'ajoutons (pour
faire apparaitre l'identité), et nous l’enlevons (pour ne pas modifier
I'expression).

2+ +2r=0

2 +1-14+4*=0
(e +1)"+y’ =1

(z— (1) +(y—0)3>=1°

Donc le cercle a pour centre A (—1;0) et pour rayon 1.
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3. Méme méthode.

3
x2+y2—|—x—4y—§:0
3
2 —4 ~—=0
(% +2) + (v = 4y) = 3
2 2 2 2 2 2 3
(22 +2x 0,50 +0,52 = 0,5%) + (1 =2 x 2y +2? — 2?) — 5=0
3
(£+0,5)° =05+ (y -2 -2~ - =0

(z+0,5)°+(y—2)7=575=0
(40,5 +(y—2)7 =575
(z = (=0,5)* + (y— 2)° = V5,75

Donc le cercle a pour centre A (—0,5;2) et pour rayon /5, 75.

4. Cette fois, nous reconnaissons un produit scalaire : en prenant M (z;y),
A(l;—2) et B(—1;—1),on a:

Donc le cercle a pour diametre [AB]. Son centre est donc le milieu de
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[AB], c’est-a~dire :

~

(xA +$B YA +?JB>

1+ — —2+2( 1))

~—~

0; —

Et son rayon est la moitié du diametre. Puisque :

Tp — l’A) + (ys — yA)2

117 4 (-1 (-2))°

(
(=

[
é&&

AB
t =5

“fS

Alors le rayon es

5. Méme méthode qu’a la question précédente : nous reconnaissons un
produit scalaire. En prenant M (z;y), A (%, —1) et B (—1; —%), ona:

e
(Hetmsetn-()-

AMB

1\3\03

l

Donc le cercle a pour diametre [AB]. Son centre est donc le milieu de
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[AB], c’est-a~dire :

]<$A—|-ZEB‘3JA+?JB>

2 2
L+ (-1 -1+ (-3)
N 2 2
=(—0,25;—1,25)

Et son rayon est la moitié du diametre. Puisque :

V10
2
AB _ V10
Alors le rayon est == = Y=,
Exercice 34. 1. On reconnait dans z2 — 6x une partie de Iidentité re-

marquable (z — 3)* = 22 — 6z + 9. On ajoute donc +9 — 9 pour faire
« apparaitre » ce +9, et pouvoir factoriser.

22 —6r=2>—6x+9—-9
=22 —-2x3x+32-9
= (x—3)"=9

2. Méme méthode.
Y +2y=9y"+2xy+1-1
=y +2x1Ixy+12-1
=(y+1)7° -1
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3. Donc :
22 —6x4+1y*—2y+5=0
(=372 =94+ (y+1)°—1+5=0
(x =3 +@w+1)>-5=0

4. Reprenons la derniere équation de la question précédente, et mettons
la sous la forme de I’équation d'un cercle.

2? —6r+y* —2y+5=0
(=3 +@y+1)°=5=0
(@=3°+(y—(-1)*=5
(e =37+ (- (-1 =V5
Donc (E) est un cercle de centre A (3; —1) et de rayon /5.
Exercice 35. Corrigé dans le manuel...

Exercice 36. C’est la méme méthode que dans 'exercice précédent, donc
je me permets d’aller un peu vite...

1.
2?2+t —dy=—1
(x+1)° =14+ @y—2°—4=-1
(z+1)P2+@y-2°-5=-1

(z+1)P2+(y—27°=4

(z— (1) +(y—2)" =2
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C’est donc I'équation d'un cercle de centre A (—1;2) et de rayon 2.

22+ 9% — 6y =—10
22+ (y—3)°—9=-10
P+ (y—3)" =1

Le membre de gauche est une somme de carrés, donc il est positive. Le
membre de droite est strictement négatif. Un nombre positif ne peut
pas étre égal a un nombre strictement négatif, donc il n’y a pas de
solution.

L’ensemble des points vérifiant cette équation est I’ensemble vide.

22% + 61 —y* — 4y = 3
2(x2+3x)—<y2+4y) =3
2((x+1,5° - 1,5%) - (y +2)* - 2%) =3
2z +1,5° —4,5—(y+2)° +4=3
2(x+1,5)° — (y+2)°=3,5

Ce n’est pas I’équation d’'un cercle (a cause du coefficient 2 devant le
(z +1,5)° et du signe — entre (z +1,5)° et (y + 2)°.

Pour information, il s’agit de ’équation de I'hyperbole suivante (mais
ce n’est pas au programme du lycée).
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Py +r—y=0
(x+0,5)* = 0,52+ (y — 0,5%) = 0,52 =0
(x+0,5)*+ (y = 0,5) = 0,5 =0
(2 +0,5)%+ (y—0,5%) =0,5
(x = (=0,5)*+ (y—0,5%) =v0,5°

Donc I’équation est celle d'un cercle de centre A (=0, 5;0, 5) et de rayon
0,5.
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=5 -1y +3y—12=0

(¢ =25 =25~ (y? = 3y) =12 =0

(2 —2,5" = ((y—1,5)" = 1,5?) — 18,25 =0
(x—2,5)°—(y—1,5)"+1,5>— 18,25 = 0
(z—2,5)°—(y—1,5"—16=0
(x—2,5)° - (y—1,5)> =16

A cause du signe — entre (z — 2, 5)2 et (y — 1, 5)2, ce n’est pas 'équa-
tion d’un cercle. Pour information, il s’agit de I’équation de I’hyperbole
suivante.

*®

Usg 4 6.\8 10.12. 14. 16. 18. 20.

Exercice 37. Corrigé dans le manuel...
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Exercice 41. 1. Les coordonnées du milieu d'un segment sont les moyennes
des coordonnées des deux extrémités. Donc :

TL+Tym 1+5 3
K/ 2 _ 2 —
yL+ym 4+4 4
2 2
TK+TAM 245 3
Ll 2 _ 2 — 9
Yx+ym 1+4 2
2 2 )
Tp+TK 241 1
M/ 2 — 2 — 9
YyLtyx 1+4 2
2 2 )

2. La droite D est la médiatrice de [K'L] si : (a) elle est perpendiculaire
a [KL]; (b) elle coupe [K L] en son milieu.

— Un vecteur directeur de D est 7(?) (c’est-a-dire 7(‘;’), avec
a =1 et b= -3 car '"équation de la droite est x — 3y + 6 = 0).

— Un vecteur directeur de (KL) est ﬁ(”_w) = (1_2) = (_1).

YL—YK 4-1 3
Vérifions si les deux vecteurs sont orthogonaux, avec le produit sca-
laire : 7ﬁ =3 x (—1)4+ 1 x 3 =0. Donc leur produit scalaire est
nul, et les deux vecteurs sont orthogonaux, et les deux droites sont
perpendiculaires.
De plus, nous avons montré a la question précédente que le milieu de
[K L] est M'(1,5;2,5). Vérifions que ces coordonnées vérifient I’équa-
tionde D : xpp —3ypr +6 =1,5—3x%x 2,546 = 0. Donc le point M’,
milieu de [K L], est sur la droite D.
La droite D est donc bien la médiatrice de [K L].
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3. Lamédiatrice D’ de [K M] est la droite passant par le milieu L' (3, 5;2, 5)
de [ M], et perpendiculaire a [K M| (c’est-a-dire ayant K M (“”M UK ) =

YM —YK

-2
(Z_J = (g) comme vecteur normal).

—
Soit N (z;y) un point du plan. Alors L’N(;:g’g). Le point N est un

point de la médiatrice D’ si et seulement si le produit scalaire L' N. K M
est nul, c’est-a-dire :
(z—3,5) x3+(y—2,5)x3=0
32— 10,5+3y—7,5=0
32+ 3y —18=0

4. Appelons I (z;y) le point d’intersection des droites D et D'. Puisque [
est sur les deux droites, alors ses coordonnées vérifient les deux équa-

tions.
Ly r—3y+6=0
Lo {3x+3y—18=0
Ly r—3y+6=0
L+ Ly { 4r —12=0
r—=3y+6=0
{ 4o =12
r—=3y+6=0
{ =3
Nous pouvons maintenant remplacer x par 3 dans la premiere équa-
tion.

3—3y+6=0
r=3
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-3y = -9
r=3

y=3

=3
Les coordonnées du point d’intersection des deux droites D et D’ sont
donc (3;3).

5. Le centre du cercle circonscrit au triangle K LM est a la méme distance
des trois sommets K, L, M du triangle.

Puisqu’il est a la méme distance de K et L, il est sur la médiatrice
D de [KL]. Puisqu’il est a la méme distance de K et M, il est sur
la médiatrice D’ de [KM]. Le centre du cercle est donc sur les deux
médiatrices : ¢’est donc le point I (3;3) donc nous avons calculé les
coordonnées a la question précédente.

Le cercle circonscrit passe par les trois sommets du triangle, donc le
segment [IL] est un rayon du cercle. Donc le rayon est :

IL = \/ (zr —-731)2‘1‘ (yr —?/1)2

=J(1-3+ (43
— V5

Le cercle circonscrit au triangle est donc le cercle de centre I (3;3) et
de rayon /5. Son équation est donc :

(z—3)*+(y—3)°=5

Exercice 45. Corrigé dans le manuel...




